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УДК 621.923 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ ПРОЦЕСУ 
СТРУМИННО-АБРАЗИВНОЇ ОБРОБКИ 
 

Розроблено математичну модель визначення шорсткості поверхні й продуктивності струминно-
абразивної обробки з урахуванням динаміки руху абразивних зерен в оброблюваному матеріалі, 
що дозволило аналітично описати траєкторії руху абразивних зерен у процесі обробки й принци-
пово по-новому обґрунтувати основні технологічні закономірності знімання матеріалу й формо-
утворення поверхонь деталей. На цій основі доведено визначальний вплив на шорсткість оброб-
леної поверхні й продуктивність обробки швидкості руху абразивних зерен. 

Ключові слова: процес різання, динаміка процесу, абразивне зерно, шорсткість поверхні, 
сила різання, енергоємність обробки. 
 

Вступ. При фінішній обробці дрібних деталей невеликої жорсткості й 
складної конфігурації широко застосовуються методи струминно-абразивної 
обробки, які забезпечують високі показники якості та продуктивності. З ме-
тою виключення зношування сопел установок запропоновано обробку вико-
нувати за допомогою струменів стисненого повітря, затоплених абразивною 
суспензією. Застосування такого прогресивного методу струминно-
абразивної обробки дозволяє кардинально вирішити проблему фінішної об-
робки дрібних деталей невеликої жорсткості й складної конфігурації. Однак, 
у порівнянні із традиційними методами струминно-абразивної обробки даний 
метод протікає з меншими швидкостями руху абразивних зерен, що знижує 
інтенсивність їхньої взаємодії з оброблюваними деталями й відповідно про-
дуктивність обробки. Тому важливо здійснити пошук умов підвищення ефек-
тивності обробки. 

 
Аналіз останніх досліджень. Незважаючи на широке застосування ме-

тодів струминно-абразивної обробки в машинобудуванні [1 – 5], їхні теорети-
чні основи фактично не розроблені. Відсутні математичні моделі визначення 
фізичних і технологічних параметрів процесу. Виходячи з цього, вибір раціо-
нальних умов обробки виконується на основі результатів експериментальних 
досліджень, справедливих лише для окремих випадків обробки. Найбільш по-
вно фізична сутність і технологічні можливості струминно-абразивної оброб-
ки розкриті в роботах [1, 3]. Однак вони базуються на теорії тертя й зношу-
вання деталей машин і не враховують особливості процесу різання абразив-
ними зернами. Тому актуальним є завдання визначення динамічного стану 
процесу струминно-абразивної обробки й на його основі встановлення зако-
номірностей формування мікрозрізів і шорсткості поверхонь деталей. Це до-
зволить обґрунтовано підійти до вибору раціональних умов обробки. 
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Постановка задачі. Для визначення умов підвищення ефективності 
струминно-абразивної обробки в роботі вирішується завдання розробки ма-
тематичної моделі динаміки процесу струминно-абразивної обробки й на її 
основі визначення шорсткості поверхні й продуктивності обробки. Виходячи 
з цього, можна буде обґрунтувати умови зменшення шорсткості поверхні й 
збільшення продуктивності обробки з урахуванням динаміки руху абразив-
них зерен в оброблюваному матеріалі. Важливо також у розрахунках урахува-
ти закономірності зміни енергоємності обробки, що дозволить принципово по-
новому розкрити технологічні можливості струминно-абразивної обробки з по-
гляду підвищення інтенсивності знімання матеріалу й формоутворення повер-
хонь деталей. 

 
Математична модель. Для вирішення поставленого завдання в роботі 

отримане спрощене диференціальне рівняння руху в часі τ  абразивного зер-
на масою m  в оброблюваному матеріалі (за координатою z ) з урахуванням 
дії на зерно лише тангенціальної складової сили різання zP  (рис. 1): 

( ) ( )2 0z k zτ τ+ ⋅ = ,                   (1) 

де /k в tg mσ α= ⋅ ⋅ ; σ  – умовне на-

пруження різання, 2Н /м  (енергоєм-
ність обробки, Дж/м3); в  – ширина 
зрізу, м; α  – кут входу зерна в обро-
блюваний матеріал.  

Вирішуючи рівняння (1) з ура-
хуванням початкових умов (0) 0;z =  0(0)z V= , установлено: 0( )z Vτ = ×  

sin /k kτ×  (де 0V  – початкова швидкість руху абразивного зерна, м/с). Звідки 
визначений час / 2kτ π=  і довжина шляху зерна в оброблюваному матеріалі 

0 ( )l z V m в tgσ α= = ⋅ ⋅ ⋅ , а також об'єм матеріалу, що зрізується одним зер-

ном 2
0 /(2 )зріз m Vϑ σ= ⋅ ⋅ , і глибини риски-подряпини h , рівної параметру 

шорсткості поверхні maxR , який з урахуванням залежності [6] 

σ =
( )1

1

2
cos cos

1 sin
зсувτ

ψ α
α ψ

⋅
⋅ ⋅

− +⎡ ⎤⎣ ⎦
 

описується так: 

max 0
sin 2

2
mR V

в
α

σ
⋅

= ⋅
⋅ ⋅ 0 max2 зсув

mV R
вτ

= ⋅ ⋅
⋅ ⋅

,                       (2) 

де ( )max 1 1sin 1 sin / cosR α α ψ ψ= ⋅ − +⎡ ⎤⎣ ⎦  – безрозмірний параметр шорсткос-

ті поверхні; 1ψ ψ γ= + ; ψ  − умовний кут тертя зерна з матеріалом; γ  − пе-
редній кут зерна; зсувτ  – межа міцності на зсув оброблюваного матеріалу, 

0
z

0V

m

В

D
0

τzτzm ⋅

zP
m

maxRh =

Рис. 1 – Схема взаємодії зерна  
з оброблюваним матеріалом. 
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2Н /м . 
На рис. 2 стосовно до обробки деталі із латуні наведені розрахункові 

значення величини 2
01/ 2 /( )зріз m Vσ ϑ= ⋅ ⋅  (визначаючої зрізϑ  й відповідно 

продуктивність обробки) і безрозмірного параметра шорсткості поверхні 
maxR . Видно, що домогтися найбільшого значення зрізϑ  (продуктивності об-

робки) і найменшої шорсткості поверхні можна за умови 0α → , тобто за ра-
хунок зменшення енергоємності обробки σ . 
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Рис. 2 – Залежність 1/σ  (а) і maxR  (б) від кута α : 

1 – 1 30ψ = ; 2 – 1 45ψ = ; 3 – 1 60ψ = ; 4 – 2
1 70ψ = . 

 
Дане рішення є спрощеним, тому 

що не враховує дію на абразивне зер-
но, що рухається, радіальної складової 
сили різання yP , яка «виштовхує» йо-

го з оброблюваного матеріалу й змі-
нює траєкторію руху. Тому розгляну-
то диференціальні рівняння руху в ча-
сі τ  в оброблюваному матеріалі зерна 
масою т  з початковою швидкістю 0V  
під кутом 0α =  у напрямках осей Oz  
і Oy  під дією тангенціальної zP  й ра-

діальної yP  складових сили різання (рис. 3): 

( ) ( ){ ; ,z уm z P т у Рτ τ⋅ = − ⋅ =                                     (3) 

де ( )z τ  й ( )y τ  − прискорення руху зерна в напрямках осей Oz  і Oy , 2м / с . 
З урахуванням початкових умов ( )0 0;z =  ( ) 00z V=  рішення рівнянь (3) 

набувають вигляду: 

0 z

у

т

0V

yP

zP

Рис. 3 – Розрахункова схема траєкторії 
руху зерна в матеріалі.
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2 2

0( ) ; ( ) .
2 2

уz РP
z V у

m т
τ ττ τ τ

⎧⎪ = − ⋅ + ⋅ = ⋅⎨
⎪⎩

                            (4) 

При виконанні умови ( ) 0z τ =  зерно зупиниться. Час кτ  і координати 

кz , кy  у момент зупинки з урахуванням /ш z yК P P=  визначаються так: 

0
к

z

m V
P

τ
⋅

= ;  
2

0

2к
z

m V
z

P
⋅

=
⋅

;  
2

0 1
2

к
к

z ш ш

m V z
у

P К К
⋅

= ⋅ =
⋅

. 

За умови 1шК < , що має місце при абразивній обробці, координата кy  
зерна буде більше координати кz  (рис. 4). Траєкторія руху зерна в матеріалі, 
виходячи з рішення системи рівнянь (4), описується формулою 

0
2

ш
y

m yz V К y
P
⋅

= ⋅ − ⋅ .            (5) 

Складові сили різання zP  й yP  зале-

жать від фактичної товщини зрізу, яка у 
зв'язку з переміщенням абразивного зерна 
уздовж осі Oy  буде змінюватися. Тоді 

( ) ( )
; .z у

ш

в а у
P в а у Р

К
σ

σ
⋅ − ⋅⎧⎪ = ⋅ − ⋅ =⎨

⎪⎩
  (6) 

З урахуванням залежностей (6) для 
початкових умов (0) 0;z =  0(0)z V=  рі-
шення диференціальних рівнянь (3) з ура-

хуванням 2

ш

вk
т К

σ⋅
=

⋅
 набуває вигляду 

( )1 cosу а kτ= ⋅ − ;                                          (7) 

( )0 1 cosшz V а К kτ τ= ⋅ − ⋅ ⋅ − .                                  (8) 
За умови ( ) 0z τ =  абразивне зерно зупиниться. Тоді час контакту зерна з 

оброблюваним матеріалом визначиться за формулою: 

0arcsinк
ш

V mk
a в К

τ
σ

= ⋅
⋅ ⋅

.                                   (9) 

Аналіз залежності (9) показує, що чим більше параметри 0V , m  і менше 
a , в , шК , σ , тим більше кkτ , тобто час контакту абразивного зерна з обро-
блюваним матеріалом, і відповідно вище ефективність процесу обробки. 

 
Результати розрахунків. Із залежності (7) випливає, що за умови 

/ 2kτ π<  (яка відповідає умові кy a< ) абразивне зерно зупиниться в оброб-

1

3

4

2
6

4

2

0 2 4 6

мкм
,yк

мкм,zк
Рис. 4 – Функціональний 

зв’язок між координатами кy   
й кz  зерна, що рухається:  

1 – 0,25шК = ; 2 – 0,5шК = ; 
3 – 1,0шК = ; 4 – 2,0шК = . 
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люваному матеріалі. За умови / 2kτ π> , навпаки, кінетичної енергії зерна 
буде достатньо, щоб вийти з матеріалу без зупинки й здійснити його повний 
зріз. У випадку кy a=  залежність (8) набуває вигляду 

0к к шz V а Кτ= ⋅ − ⋅ .            (10) 
Для вихідних даних 0 30V =  м/с; 

3a =  мкм; 410σ =  Н/мм2; 0,5шК =  з 
урахуванням залежностей т vρ= ⋅  і 

2в D a= ⋅ ⋅  (де ρ  − щільність абразив-
ного матеріалу (для алмаза 3,5ρ =  

3г / см ); 3 / 6v Dπ= ⋅  − об'єм абразивно-
го зерна у формі сфери діаметром D ) 
отримані розрахункові значення коор-

динати кz  (рис. 5). Зі збільшенням діаметра зерна D  координата кz  збіль-
шується, а це веде до збільшення довжини зрізу й інтенсифікації обробки. 
Траєкторія руху зерна в матеріалі для умови кy a=  й наведених вихідних 
даних описується перетвореними залежностями (7) і (8): 

( )63 1 cos 0,67 10y τ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ ⋅⎣ ⎦ ;     (11) 
610 0,5z yτ= ⋅ − ⋅ .           (12) 

Розрахунки показали (рис. 6), що 
на початку траєкторія руху зерна в ма-
теріалі незначно відрізняється від пря-
молінійної, а потім вона стає більш 
криволінійною й зерно виходить із кон-
такту з оброблюваним матеріалом при 
невеликих значеннях z . 

Наведені рішення справедливі для 
нульового кута α  входу зерна в оброб-
люваний матеріал (рис. 3) і визначають, 

по суті, характер утворення мікрозрізу при обробці кромки заготовки. При 
0α >  складові сили різання zP  й yP , описувані залежностями (6), з урахуван-

ням a tg zα= ⋅  мають вигляд: 

( ) ( )
; .z у

ш

в tg z у
P в tg z у Р

К
α σ

α σ
⋅ ⋅ − ⋅⎧⎪ = ⋅ ⋅ − ⋅ =⎨

⎪⎩
                   (13) 

Тоді рівняння (3) опишуться так: 

;
ш ш

в в tgm z в tg z в у т у у z
К К
σ σ ασ α σ

⎧ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅⎨

⎩
         (14) 

0 200 400 600

8

16

24

D, мкм

мкм
,zк

 
Рис. 5 – Залежність координати кz  

від діаметра зерна D . 

y  ,
мкм

2

1

0 0,3 0,6 z  , мкм 
Рис. 6 – Функціональний зв'язок між 

координатами у  й z   
абразивного зерна. 
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Запропоновані диференціальні рівняння містять по дві невідомі величи-
ни у  й z . Після відповідних перетворень (14) з урахуванням початкових 
умов (0) 0;z =  0(0)z V=  отримані наступні рішення: 

( )
0

1 ш

V tg
y

tg К
α

α
⋅

= ⋅
+ ⋅

1 sin k
k

τ τ⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

;       (15) 

( )
0 sin

1
ш

ш

V tg К
z k

tg К k
α

τ τ
α

⋅⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟+ ⋅ ⎝ ⎠
. (16) 

Тоді глибина впровадження зерна в об-
роблюваний матеріал, що визначає висоту 
мікронерівності на оброблюваній поверхні, 
опишеться рівнянням (рис. 7) 

0 sin
sin

V
h k

k
α

τ
⋅

= ⋅ .                (17) 

Максимальне значення maxh , рівне параметру шорсткості поверхні 

maxR , досягається за умови sin 1kτ =  або / 2kτ π= . Тоді з урахуванням ві-
домої залежності ( ) 1шК ctg ctgψ γ ψ= + =  й 1ψ ψ γ= +  отримано рівність 

( )max max 0
1

1sin 1
2 sinзсув

mh R V
в

α
τ α ψ

⎡ ⎤
= = ⋅ ⋅ ⋅ −⎢ ⎥

⋅ ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦
.                 (18) 

Кут α  неоднозначно впливає на глибину 
maxh . Підкоряючи залежність (18) необхідній умові 

екстремуму (максимуму) ( )max 0h α
′ = , отримано 

тригонометричне рівняння відносно невідомої ве-
личини α : 

( ) ( )1
1

1 sin tg
tg

αα ψ
α ψ

− + =
+

.             (19) 

Розрахунками встановлено (рис. 8), що зі збі-
льшенням кута 1ψ ψ γ= +  (який у реальних умовах 

обробки наближається до 90 ) процес струминно-абразивної обробки ефек-
тивно здійснювати з невеликим кутом 0α → . Це забезпечить найменшу шо-
рсткість maxR  оброблюваної плоскої поверхні, а також якісну обробку торців 
заготовки, усуваючи задирки й округляючи кромки. Визначена також довжи-
на риски-подряпини l  зерном за умови утворення повного зрізу:  

( ) ( )
0

cos 1 1
ш

ш ш

V m К
l

tg К в tg К
π

α α σ α
⋅ ⋅

= ⋅
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

.                     (20) 

Кут α  неоднозначно впливає також і на довжину l . Зі збільшенням ку-

0

h

2/ k

hmax

 
Рис. 7 – Залежність глибини h  

від кута kτ . 
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Рис. 8 – Залежність  
кута α  від кута 1ψ . 
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та α  за рахунок зменшення cosα  довжина l  буде збільшуватися нескінчен-
но (при / 2α π→ ), а за рахунок збільшення функції tgα →∞  (при 

/ 2α π→ ) довжина l  буде зменшуватися. Отже, існує екстремальне значен-
ня кута входу зерна в оброблюваний матеріал α , при якому довжина риски-
подряпини зерном l  буде максимальною.  

Підкоряючи функцію l  необхідній умові екстремуму: 0lα′ = , отримано 
тригонометричне рівняння:  

20,5 sin 2 sin 1,5ш шК Кα α⋅ + ⋅ = ⋅  .                     (21) 
Розрахунками встановлено (рис. 9), що для реальних умов абразивної 

обробки ( 0,35шК < ) кут входу абрази-
вного зерна в оброблюваний матеріал 
α  може змінюватися в межах 0 … 30 . 

Отримані рішення дозволяють об-
ґрунтувати умови підвищення продук-
тивності Q  абразивної обробки затоп-
леними струменями на основі запропо-
нованої залежності: 

3
0 0

4
k m V

Q
Hσ

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
,              (22) 

де 0k  – кількість абразивних зерен, які 
беруть участь у процесі обробки; H  – відстань від сопла до деталі, м. 

Аналіз залежності (22) показує, що основною умовою підвищення про-
дуктивності обробки Q  є збільшення кінетичної енергії рухомого абразивно-
го зерна за рахунок збільшення швидкості його руху. Це досягається застосу-
ванням ефективних технологічних рішень по керуванню потоками руху абра-
зивних зерен і оброблюваних деталей. 

 
Перспективи подальших досліджень. Автор вважає перспективними 

напрямки експериментальних досліджень процесу струминно-абразивної об-
робки й уточнення установлених теоретичних значень швидкості руху абра-
зивних зерен, шорсткості обробленої поверхні й продуктивності обробки. За 
розходженням теоретичних і експериментальних даних можна визначити фа-
ктори, які складно врахувати аналітично, однак вони впливають на протікан-
ня процесу обробки і ними необхідно керувати. Важливо також отримати 
емпіричні залежності для визначення шорсткості обробленої поверхні й про-
дуктивності обробки та порівняння аналітичних й експериментальних ре-
зультатів досліджень. 

 
Висновки. Розроблено нову математичну модель визначення шорсткос-

ті поверхні й продуктивності абразивної обробки деталей затопленими стру-
менями з урахуванням динаміки руху абразивних зерен в оброблюваному 
матеріалі, що дозволило аналітично описати траєкторії руху абразивних зе-

0 0,2 0,4 0,6

20

40

60

0α
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Рис. 9 – Залежність екстремального 

значення кута α  від шК . 
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рен у процесі обробки й принципово по-новому обґрунтувати основні техно-
логічні закономірності знімання матеріалу й формоутворення поверхонь де-
талей. На цій основі доведено визначальний вплив на шорсткість обробленої 
поверхні й продуктивність обробки швидкості руху абразивних зерен, яка на 
відміну від традиційної струминно-абразивної обробки істотно залежить від 
різних технологічних параметрів процесу. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВИЗНАЧЕННЯ СКЛАДОВИХ СИЛИ 
РІЗАННЯ ПРИ МЕХАНІЧНІЙ ОБРОБЦІ ГЛИБОКИХ ОТВОРІВ 
 

Розроблено математичну модель визначення складових сили різання при обробці глибоких отво-
рів, що дозволило оцінити рівень неврівноваженості радіальної складової сили різання при зні-
манні нерівномірного припуску і обґрунтувати умови її зменшення з метою підвищення точності 
обробки отвору. Теоретично показано можливість суттєвого зменшення радіальної складової си-
ли різання за рахунок створення кута нахилу зубів розгортки, що відкриває широкі технологічні 
можливості високоточної обробки глибоких отворів. 
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